/ Fall: System von nichtlinearen Funktionen

F(x,
F(x) = ( ) G(x,y))5 |R? -> |R?
zweier Veranderlicher x = (Xx,y) € |R2

Die Lésung ergibt sich als Grenzwert

_Num_e_nk_s_tar_s_c_h_nju einer Folge von Naherungen. Fur die Fiir den Fixpunkt s = (s,t) gilt

. . Brauchbarkeit und Effizienz eines S=F(s,t) und t=G(s,t)
Nichtlineare GS der Naharungsfalge gegen die Losung. ‘
der Naherungsfolge gegen die Losung

entscheidend.

Fall: System von Funktionen
mehrerer Veranderlicher

Lipschitz-stetig \
Eine abgeschlossene Teilmenge A aus dem Banach-Raum B, die F von
A in A abbildet, heil3t lipschitz-stetig auf A mit der Lipschitzkonstante !
0<L<o0, wenn gilt muf fur die Jakobimatrix gelten
1HFCO-FOY) Il < LIl x-y |l furalle x,y aus A 1306y) 11 = py<1

|

| Fur irgendeine Matrixnorm, z.B. Spektralradius,

IR D<o
mit der Norm | |f||=maxy (a1 101 { damit F kontrahierend ist.

F heilRt kontrahierend auf A, wenn L<1 gilt.

Die Fixpunktiteration (auch Methode der sukzessiven Approximation genannt) Praktische Bestimmung von L durch L = max |F . (X)I
- X€EA

kann als Folgeglieder x*) reele Zahlen, Vektoren oder auch Funktionen haben.
F(x) ist eine Abb. der betreffenden Menge in sich selbst.

Ziel ist es die Fixpunktgleichung x = F(x) zu lsen. Die Losung x ist der
Fixpunkt der Abbildung F(x).

Der Fehlervektor wird definiert als
€= x0_g = (x®W_s, yW_£)T = (€, FWyT

Fixpunktiteration Banachscher Fixpunktsatz
X (k+1) — E (X( k)) Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines Banach-Raumes B und F eine
- kontrahierende Abb. von A in A. Dann gilt
k=0,1,2,... a) F besitzt genau einen Fixpunkt s aus A.

~

b) Fir jeden Startwert x(© konvergiert x(* gegen s.
c) Fehlerabschatzung:

Hs-x(O < Lk"l(l,l)ux“’” - x| fur 0<I<k
a priori Fehlerabschatzung fur 1=0

Banach-Raum
Allen folgenden Betrachtungen wird ein Banach-Raum B
zugrunde gelegt, ein reeller/komplexer Vektorraum auf dem

z.B. x = e™* auf [0.5,0.6]

a posteriori Fehlerabschatzung fur I=k-1

eine Norm defniniert ist, s.d. in ihm jede Cauchy-Folge
konvergiert und ihr Grenzwert in ihm liegt.

N

J

auchy-Folge \
Jede konvergente Folge reeler Zahlen ist eine C.-Folge. Unter

|

Konvergenzordnung p=1, wenn
| Jsp %o

[ mit eD= J(s,t) €9

Konvergenzordnung p=2, wenn
J(s,t) = O und Hg ¥ O oder Hg ¥ O

einer C.-Folge (xn) nen Versteht man: Fur alle € > 0 existiert
ein N € IN, s.d. |[Xp-Xm| < € fur alle n,m = N, d.h. die
Folgegleider weichen beliebig wenig voneinander ab, wenn
der Index nur genugend groB ist. /

Mit Hilfe des Eehlers €¥=x®-s und des Mittelwertsatzes
der Differentialrechnung (bzw. Taylorreihenentwicklung)
ergibt sich fir F kontrahierend und p-mal stetig diff.bar

1M s00 €K D/eMP = 1/7p FP(s)
Aitkens A2-ProzeR
Aus einer linearkonvergenten Folge kann eine schneller

x®ist fiir p=1 linear konvergent, fiir p=2 quadratisch
..., p bestimmt also die konvergierede Folge konstruiert werden:

q = 1e**V/eRP| heiRt Konvergenzquotient ek+ /el = k+2) kD) \wirg nach s aufgelést (und in 20
K = 1/p FP)(s) heiBt die asymptotische Eehlerkonstante umbenannt).

Aus hoher Konvergenzordnung p und kleine
Fehlerkonstante K folgt sehr rasche Konvergenz.

NN

System stetiger
nichtlinearer Gleichungen
F(x)=0

eine stetige

nichtlineare* Funktion
— Intervallschachtelung
f(X)—O Man beginnt mit dem Intervall I=[a,b], so dass ein
Vorzeichenwechsel existiert (Stetigkeit!). Man halbiert da:
Intervall und fahrt mit dem entsprechenden Abschnitt fort.
Bis s im Inneren eines hireichend kleinen Intervalls liegt.
Konvergenzordnung p= 1

FO=(""Y gyy)) = (°0) =0

z.B. cos(x) cosh(x)+1=0,
bosartig, weil transzendent

Fehlerkonstante K= P-3/¢*1 (Intervalllange)

N

*nichtlinear ist z.B.eine
quadratische Fkt.

Regula falsi
Mit Hilfe der Funktionswerte der Intervallgrenzen x(® und
x@ wird eine Gerade (lineare Interpolierende) bestimmt.
Ihr Schnittpunkt mit der x-Achse x® resultiert aus der
Nullstelle der Geradengleichung. Das Vorzeichen
entscheidet, welches Intervall weiterverwendet wird
(Vorzeichenwechsel). ... Man trifft die gesuchte Nullstelle
aus numerischen Grinden nie exakt.
Konvergenzordnung p= 1

i iges Iterationsverfahren)
Iterationsvorschrift x*D = x&D _ Yk-1 (x(k)—x(k'l))/(yk—yk_l)
Beweis: Aus der Geradegleichung y=mx+b der Sekante
folgt durch Einsetzen eines bekannten Punktes b und m aus
dem Steigungsdreieck zweier Punkte. Anschliessend die
Nullstelle einsetzen mit y=0 und x=x** und entsprechend
auflosen.

%

Sekantenmethode

Modifikation von Regula falsi, allerdings brauchen x©@ und
x@ die Losung nicht einzuschliessen, denn ein
Vorzeichenwechsel wird nicht mehr verlangt. Wieder ist
x@ die Stelle des Schnittpunktes der linear
Interpolierenden mit der x-Achse. Mit xX® und der nachst
naheren Stelle wird weitergerechnet.

zweistufige Iterationsverfahren
mit linear Interpolierende

Newton-Verfahren fur nichtineare GS \

Konvergenzordnung p= 1,618 / Man arbeitet im k-ten Schritt mit dem \
Problem: Geeignete Startwerte. Korrekturansatz s=x®+€(® und t=y®+n® |

Diese Methode gehort nicht mehr zu den . mit welchem das System linearisiert wird.
Fixpunktiterationen, weil jeweils zwei Werte fir die

(k) \,(K)y (k) (k) \,(K)y = i
Berechnung verwendet werden (man nennst es deshalb O (x,y) € £ f_(X E(kg’ (IZ) - O mit )
k zweistufiges Iterationsverfahren). / der Korrektur € = (€",n")" und regularen

Funktionalmatrix ®. Der erste Summand ist
die Linearisierung. Der GauR-Algorithmus 16st
das entstandene Gleichungssystem und
bestimmt somit €.

Die Korrektur liefert allerdings nicht die
Lésung, sondern eine erneute Naherung

Newtonverfahren x&FD =3 ()€K mit der fortgefahren wird.
Voraussetzung: f stetig differenzierbar und die Ableitung Somit lautet die Iterationsvorschrift:

ohne groRen Aufwand berechenbar. Wie Sekantenmethode,

allerdings wird hier der Schnittpunkt der Tangente mit der FO®) 1= x&D = 50 P! (x0) £(x()
x-Achse berechnet, um anschliessend an dieser Stelle

fortzufahren. Iterationsvorschrift: i Konvergenzordnung mindestens p=2, wenn f
x®&FD = 5 - 5(x®y 7 (xKy \ dreimal stetig diff.bar ist.

Konvergenzordnung: p=2

Trotz der quadratischen Konvergenz hat das Verfahren den
Nachteil, daR neben den Fuktionswerten immer eine
Ableitung berechnet werden muB. Mit demselben Aufwand
koénnen zwei Schritte der Sekantenmethode durchgefuhrt
werden. Die Konvergenzordnung fur einen i

der Sekantenmethode ist ppg=p+1=2,618, also groRer.

Reelle Startwerte konvergieren nur gegen reelle Nullstellen.

Vereinfachtes Newtonverfahren

Da sich die 1.Ableitung in den letzten Itertionsschritten
kaum andert, wird sie einmal fiir einen guten Startwert x(©
berechnet und dann beibehalten.

Iterationsvorschrift: X% = x® _ §(x() 7 f(x©)
Konvergenzordnung nur p=1, allerdings ist die
Fehlerkonstante oft nur sehr klein.

y
ﬂfahren von Muller \ /

Statt eines Interpolationspolynoms 1. Grades wird ein
Polynom 2. Grades (quadratisch Interpolierende)
verwendet: Py(x) = A (x-x®)2+ B (x-x®) +c=0,
um aus seiner Nullstelle x**D | die am nachtsen zu x®
liegt, eine neue Néherung zu ermitteln. Die Koeffizienten
ergeben sich aus den x(k'z),x(k'l),x(k) und ihren

Die Berechnung der Funktionalmatrix ist relativ
aufwendig (n2 Ableitungen), deshalb berechnet
man ®x©@,y@y nur einmal fur einen guten
Startvektor, die Korrekturen werden dann aus
D@ y©@y e 4+ f(x® y®y = o

berechnet.

Weiter muss die LR-Zerlegung des Gauss-Algo.
nur einmal erfolgen.

Konvergenzordnung p=1

Funktionswerten. Es handelt sich also um ein dreistufiges

Iterationsvorschrift: XD = F (x(k'z),x(k'l),x(k))
Konvergenzordnung: p=1,839

Reelle Startwerte konvergieren auch gegen komplexe
wstellen. /

Divisionsalgorithmus

N\
Idee: Division mit Rest durch den Linearfaktor / Nichtlineares Einzelschrittverfahren \
(x-p) fahrt zu / (=nichtlineare sukzessive Relaxation) \
P(X) = (x-p) Pp1(x) + R Die Berechnung von ® wird gréRtenteils vermieden, indem
das Quotientenpolynom habe die Darstellung . L. . . . .
Py () =boxX™ by X124 by, die Lésung eines Systems von n nichtlinearen Gleichungen
D’;nn ergibt der Qoutlenlenve"fglelch von P, (x) und dem ir! n U_nbekannter_] auf die su_kzessive L6sung von
Nullstellen von ausmultiplizieren (x-p) Po.1(x) + R fiir nichtlinearen Gleichungen einer Unbekannten zuriickgefiihrt

by =a,, b;=a+pb.; furj=1,2,.,n und R=b, wird

Polynomen Vir verwenden das No i i : . . L

y Wir verwenden das Newton-v?rfahren um die Nullstelle von P,, zu Horner-Schema Voraussetzung: Die i-te Glelchung enthalt die i-te
P (X):O approximieren. Startwert ist p: 4+ . - " " N .
n Pe(X) a a a as & as  ap Unbekannte und die partielle Ableitung nach ihr ist ungleich
Pn(x):aox”+a1x"'1+,_+an ap#0 x(M=x(-D - p (x("D) /P (x("D) mit xO=p , P ’}bo pby pby pbgl pb, pbs null.
7 * ¥ Dann soll die i-te Komponente des (k+1)-ten

wobei_ Pn(P) = by = R und Pin(p) = Pn-1(p) ist. Ps(x) bg by by by by by | bg=Ps(p) Néherungsvektors x&*D als Losung der i-te Gleichung
Die anfallenden GroRen werden im Horner-Schema ) PCo PG PCz  PCs PCa (k+1) (k+1)  (k+1) () (k)
zusammengestellt. Es berechnet ein neues p, so dass bei mehr fi(x1 yeees Xi1 »Xij Xit1' LyeesXn ) =0
maliger Durchfiihrung P,(p) ungefahr O ist. PA(X Co C c . = Pg'l . . K+1 "
(Es lassen sich also mit dem Divisionsalgo. auch horere Ableitungen 400 ° 1 2 o o 5'(P) bestimmt werden. Somit ist nur Xi( ) unbekannt und wird
berechnen.) (mit dem Newton-Verfahren) berechnet durch

fio DL xi D D G0 % (0)
)0 = 5 00

dfi(...) /7dx;
Fur diese Innere Iteration werden nur die partiellle
Ableitung d fi(...) / d x;bendtigt, also n.

Sukzessive Deflation von Nullstellen

Durch den Divisionsalgo. kénnen nach und nach die
Nullstellen berechnet werden, jeweils durch
Anwendung des Algo. und anschlieBender Abspaltung
des Linearfaktors durch Division.

Implizite Deflation von Nullstellen
Idee: Ein Polynom laRt sich als Produkt seiner
Linearfaktoren darstellen (Nullstellen z;), so dass gilt
P.(X) = a Hj:l pisn (X-2) mit a0 %0 und

Po(x) / P'o(X) = Zijcybisn 1/(x-2) folgt.

Diese Vorgehensweise kann problematisch sein, weil Dann lassen sich die schon bestimmten m

die berechneten Nullstellen nur N&herungen sind und Nullstellen implizit im Newton-Verfahren abspalten. Newtonsche Einzelschrittverfahren

somit sich die Fehler anh&aufen, so dass die zuletzt e " ¢ A . .

berechnetfen Nullst.elle.n sehr schlecht gen'ahert xM = x1 _ 1 M_Od_lflkatllor? ies NIt():htlIn:are.shEInZeI:chrlttlrer(fEﬂr)enS% 16
werden. Eine Empfindlichkeitsanalyse ist deshalb D oy |3 Die i-te Gleichung braucht nicht exakt nach x; aufgelost
angebracht. Po (X)) £ Po(XTY) - Zijmabisn 17(X-25)

Deshalb verzichtet man auf die innere Iteration und fuhrt nur
inen einzigen Schritt der newton-Korrektur aus.

2n+m+1 e
Konvergenzordnung p=1

i
werden, da dieser Wert ohnehin nur eine Naherung darstellt.

Das Newton-Verfahren ist auch durchfuhrbar fur / SOR-Newtonverfahren

Polynome mit komplexen Koeffizienten oder Pa(x) = (x*-2p-q) Pha(x) + R ‘ (= successive overrelaxation)
trotz m&ogmmmgmnlgm das Quotientenpolynom habe die Darstellung | Die lineare Konvergenz des Newtonschen Einzelschrittverfahren |
Nullstellen. Bei komplexen Nullstellen mtGte P n2(X) =box "2+ byx "3+ . +by, , | verbessert sich durch Multiplikation der Korrektur der i-ten
allerdings mit komplexen Startwerten gerechnet . . . Komponente mit einem konstanten Relaxationsfaktor w €]0;2[ |
werden. Dann ergibt der Qoutientenvergleich von P, (x) und ! f !

dem ausmultiplizieren (x?-2p-q) Pno(x) + R fir | (k+1) ® i) 1
Wir nutzen die Tatsache, das komplexe bo=ao, by = a;+pbg poX FXTT 2@ mmmenonenes
Nullstellen von reellen Polynomen aj+pbj;+qbj, fur j=2,3,..,n und dfi.) /7dx

paarweise konjungiert sind, deshalb dividiert R= (Xx-p) byq+b, Besonders fiir den Fall geeignet, dass die i-te Gleichung nur wenige der Unbekannten
man durch einen quadratischen Teiler, dem \  miteinander verkntipft. /
Produkt der konjungierten Nullstellen, der wieder Die anfallenden GroBen werden im doppelzeiligen A
reell ist: Horner-Schema, d.h. eine zuséatzliche Zeile fur q. -
zusammengestellt. Es berechnet ein neues p und q.
(X-u-iv) (X-u+iv) = X2 - 2ux + (u2 + vz) Auch hier soll R naherungsweise genullt werden,
deshalb bestimmt man p und q des nichtlineare GS
Das Verfahren zur Bestimmung des bna(p.gq) =0 und  bn(p,q) =0
quadratischen Teilers eines Polynoms mit reellen durch Verwendung des Newton-Verfahrens far
Koeffizienten nennt man die nichtineare GS.

Methode von Bairstow.




