Ldsungen sind hier
nur Naherungen
(Rundungsfehler)

lineares GS
Ax+b=0

Auquivalenzoperationen
- Vertauschung der Zeilen
- Multi. einer Zeile mit einer

A ER™" x,b ER"
X unabhéangige Variable

Tridiagonales
GS

lineares GS
Ax+b=y
A ER™™M x€R"
y,b € R™
X unabhéangige Variable
y abhéangige Variable

Zahl ungleich Null
- Addition eines Vielfachen
einer Zeile mit einer anderen

Pivotstrategien

1. Diagonalstrategie: A diagonaldominant (In jeder Zeile
das Diagonalelement betragsgrofer ist als die Summe der
Betrage der Ubrigen Zeilenelemente.) Keine

Verfahren von Gauf3 (Gau3-Algo.) Zeilenvertauschungen, Pivotelemente sind
Voraussetzung: A regular Diagonalelemente.

Wenn ein Diagonalelement der Matrix A null ist, miissen Zeilen 2. Kolonnenmaximumesstrategie: Durch Vertauschungen
getauscht werden. An dieser Permutationsmatrix P, die anfanglich 1

ist, werden die Permutaionen auch vorgenommen. wird das betragsgréBte Element jeweils in die Diagonale
1. LR-Zerlegung: P A= LR gebracht.

Ich multipliziere die 1. Zeile jeweils so (i), daB bei Subtraktion 3. Skalierung der Matrix auf 1: Durch Division der Zeilen
mit der darunterliegenden Zeile links der Eintrag Null wird. mit der Summe der Betrage der Zeilenelemente sollen
Ansch_lieBend wiederhole ich diesen Elimationsschritt m»it dem Rundungsfehler oder Stackoverflow verhindert werden.
reduzierten System, d.h. usprungliches GLS ohne 1.Zeile und - . [ . . s

linke Spalte. Nachtel]. Bei jedem Ellm_lnatlonsschrlt_t not_lg. )
Es entsteht eine Rechtsdreiecksmatrix R. Die Faktor |;; werden in 4. : Pivotelement wird
einer weiteren Matrix L gespeichert, so dass eine das Spaltenelement dessen Betrag in Relation zur Summe
Linksdreiecksmatrix mit 1en in der Diagonale entsteht. der Betrage seiner Zeilenelemente am groften ist.

2. Vorwartseinsetzen: Lc-P b =0

Erst ¢, mit der 1. Zeile, dann c, mit der 2. ... bestimmen.

3. Ruckwartseinsetzen: Rx+c = 0 Matrixinversion

Erst x, mit der n. Zeile, dann x,_; mit der n-1. ... bestimmen. X und B kénnen auch Matrizen sein, s. d.
Vorteil: sich die Inverse berechnen lalt mit B als
Nur einmal LR-Zerlegung fiir verschiedene Konstantenvektoren. Einheitsmatrix

X:=A! und B:=-1|

Tridiagonel GS

werden mit dem Gaul3-Algorithmus (Diagonalstrategie)
geldst, wobei der LR-Zerlung einfach durch Koeffizienten
vergleich erfolgt.

L hat eine Nebendiagonale unten und R eine oben.

Bei Verwendung der rel. Kolonnenmaximusstrategie
fuhrt jede Zeilenvertauschung zur Verdopplung des
Aufwandes. Die R ist nicht mehr bidiagonal.

k 5n-
4

positiv definit
A (symmetrisch) hei3t positiv definit, falls ihrer

Cholesky-Verfahren Quadratische Form pos. def. ist, d.h.

Voraussetzung: A symmetrisch und positiv definit

1. Cholesky-Zerlegung: Die Reduktion einer pos. def. QK = x'A x =z O fur alle xer m\{0}
quadratischen Form auf eine Summe von Quadraten = 0 fur x=0
leistet die (eindeutige) Produkzerlegung der zugehorigen Dann hat A dei Eigenschaften
Matrix A in A =L LT - Alle Diagonalelemente sind gréR3er Null.
1.1 Bestimmung von L durch =V au und aus den - Das Produkt zweier Diagonalelemente ist
Eintragen unterhalb der Diagonale in der k-te Spalte gr(’)’Ber als das Quadrat des durch ihren
folgt I = a, &/ ay fir i > k Kreuzungspunkt definierten Matrixelementes.
1.2 Reduziertes System bestimmen, d.h. k-te Spalte - Pro Spalte steht das betragsgréRte Element

unterhalb der Diagonale nullen.

a0 =gV - | e furk <i undj <n
2. Yorwadrtseinsetzen liefert ¢

Ax+b=0, A=LLT und c:=-LTx liefern

in der Diagonale.

A ist genau dann pos. def., wenn

Lc-b=0 - sich der Gaul3sche EliminationsprozeR bei
Die erste Zeile dieses GS hat nur eine Unbekannte cy, Diagonalstrategie mit n positiven
die zweite zwei c;und c, , ... Pivotelementen durchfiihren lait.
3. Rickwartseinsetzen liefert x - die Reduktion der quadr. Form Q(x) auf
L™x+c=0 eine Summe von n Quadraten im Kdrper der
reellen Zahlen vollstédndig durchfuhrbar ist.
Wegen der Ausnutzung der Symmetrie ist das Verfarhen Q(X) = Zrq bis n [ Zick bis n lik X; ]2

halb so aufwendig wie der GauR-Algorithmus. mit L =vae®™® und Le=ag®D / 1y

far alle i=k+1,...,n
Daraus folgt eine regulare Linbksdreiecksmatrix L

mit positiven Diagonalelementen.

Bandmatrix

Matrix mit m besetzten Nebendiagonalen oben- und unterhalb
der Diagonale.

Eine Cholesky-Zerlegung einer symm., pos. definiten
Bandmatrix besitzt dieselbe Bandstruktur.

Aufwand < 1/2 nm (m+3) + 2 n(m+1)

Austausch-Schritt

Yp Wird abhéngige und x, unabhéngige Variable.

1. p-te lineare Funktion y, nach x, auflésen
(Vorraussetzung: a, ¢#0)

2. Enthaltener Ausdruck in allen anderen Funktionen
einsetzen.

Fur ein entsprechendes Schema gilt:

- Pivotelement a, 4 wird reziprok

- Ubrigen Elemente der Pivotzeile durch altes Pivot-
element dividieren und Vorzeichen umkehren

- Ubrigen Element der Pivotspalte durch
Pivotelement teilen.

- Fur alle tbrigen Elemente gilt: Alter Wert des
Elements plus Produkt aus dem alten Wert des
in der gleichen Zeile stehenden Elements der
Pivotkolonne und dem neuen Wert des in der
gleichen Spalte stehenden Elements der
Pivotzeile.

Matrixinversion

Die Inversion einer regularen, quadratischen Matrix A
entspricht der Aufgabe, gegebene n lineare Gleichungen
(y = Ax) nach den unabhéangigen Variablen x; (i=1,..,n)
aufzuldsen, s. d. gilt

x=Aly.

Durch eine Folge von AT-Schritten, in denen jeweils eine
unabh. x-Variable gegen eine abh. y-Variable
ausgetauscht wird, ist dies moglich.

Aufgrund der Verwandtschaft mit dem GauR-Verfahren
sind die gleichen Pivotstrategien anwendbar. Wegen
Zeilenvertauschungen erhalt man B und muR die Inverse
noch berechnen mit A1=B P, P, P,

Fehlerabschatzung

Genauigkeit einer Naherung x* berechnen.
Fur Residuenvektor: Ax*+b =r

und Korrekturvektor (Abweichung): z = x-x*
gilt Az+r = 0.

Relativer Fehler der Losung wird geschatzt durch
Iz Il Il

wobei Y(A) die Konditionszahl der Matrix A bzgl. der
verwendeten vertraglichen Normen bezeichnet mit

L= =11AAL[I=IIAILLTIA-L ] =:)A).
Ein kleiner Residuenvektor wirkt sich also glinstig aus.

Kreisesatz von Gerschgorin
Die Konditionszahl der Matrix A bzgl. der Spektralnorm laft
sich abschatzen durch

max () max{3(hi+hi+1)}

min(A;) min{hi+hi+1}

also dem Verhaltnis von grof3ter und kleinster Schrittweite.

Empfindlichkeit und Daumenregel

Wie stark beieinfluBt die Stdérung der
Ausgangsdaten die Lésung des LGS? Die
Konditionszahl bestimmt, wie empfindlich die
Lésung x gegeniiber Anderungen AA und Ab ist.

Daumenregel: Wird ein LGS mit d-stelliger dezimaler
Gleitkommarechnung geldst und betragt die
Konditionszahl (A) = 10® dann sind wegen der
Rundungsfehler der Ausgangsdaten nur d-@-1
Dezimalstellen sicher.

Aus kleiner Konditionszahl folgt gute Approximation
und somit keine Nachiteration nétig.




