Interpolationsaufgabe:
Tabellarisch definierte
Funktionen zwischen den (paarweise

NI Imgl’lk 5tar§ghn|tt verschiedenen) Stutzstellen angenéahert

darstellen, durch z.B. ein

: Interpolationspolynom P, héchstens
Interpolationsbedingung
P.(x) = vy; fur alle i=0,1,...,n

erfullt.
Lagrangesche Zu beliebigen n Stitzpunkten mit
Interpol.formel paarweise verschiedenen Fundamentalsatz der Algebra:
i inati < Existenz——Stitzstellen existiert genau ein Eindeutigkeit— Jedes Polynom ist als Produkt seiner
Linearkombination - Interpol.polynom. dessen Grad Linearfaktoren darstellbar, d.h.
von Lagrange-Polynomen i pol.p yr s Pa(X) = (X-Xg) (X-X1) ... (X-X)
Pa(¥) = Zi=0 bis n Yi Li(X) héchstens n ist.
A4
Berechnung zu aufwendig und bei
Lagrange-Polynom Hinzunahme weiterer Stitzstellen die
L0 = g pie n @D/ Li(x) =12undLi(xx) =0 gesamte Rechnung neu durchgefihrt
! . ; Fofl?_'s ”” o1 ) mit k # i werden muss. Diese Nachteile
it o ate =t vermeidet das Newton.-
Einfuhrung zu aufwendig Interpol.verfahren.
vvon HilfsgroRen

Baryzentrische Formel
der Lagrange-Interpo.

Pn(X) = Zi=o bis n H¥i/
Zi=0 bis n Mi

hat auch die Darstellung (n meint den Grad)

/\,Ié‘\Bt sich fur aquidistante Stutzstellen

. . Pn(X) = X0, Xj=Xo + ih fur alle i=1,2,..,n
mit den Stitzkoeffizienten ) vereinfachen
A= Ij=o bis n 1/ (%) Zi=o bis n % A" o bis n 0xp) A= -1/ h'nt (n tber i)
mit j#i

und U;= A/ (x-x7)
Rechenaufwand fur die S&u_tzkmtﬁzmumu/\,

1/2 n (n+1)

aquidistant
Numerische Differentiation

n-fache Ableitung des Interpolationspolynoms n-ter Differenzenquotient

approximiert die n-te Ableitung der Funktion f: Fr n=2 hatte man dann z.8. die 2.
|Ableitung, usw. Die Approximation ist

n _ - P
d" P,(X) 7 d x"=Zi—g pisn i Li®n! 35?’ nur etwa in der Mitte des Intervalls

=(1/h" Zi—g pis n (-1™'y; (n dber i) T
fur aquidistante Stitzstellen Ist die zu approximierende
Funktion bekannt und kann sie als
konvergierende Taylorreihe an der
IStelle xy entwickelt werden, dann
kann durch Auflésen nach dem
Quotienten der Fehler bestimmt
erden, d.h.
If(xu+h) - FO0-h) 7 2 h = (%)
liefert nicht genau die Ableitung in
Xy von f, wenn man fur f
Taylorreihen verwedent.
Zentraler Differenzenquotient Und es zeigt sich, das die
IApproximation durch den zentralen
Differenzenquotienten besser ist.

Man nttzt aus, das die Approximation in der Mitte
des Intervalls/der Intervalle xy besser ist.

Die Stutzstellen missen geeignet gewahlt werden.
Dann leitet man das n-te Interpol.polynom - fur
die p-te Ableitung - p-mal ab und setzt die Mitte
Xpu=(Xo+ X,)/2 ein.

Fur n=2 (Parabel) und p=1 ergibt sich die Sekante
von Xg bis x5, die in xy der Ableitung entspricht.
Der Satz von Rolle (Mittelwertsatz) sichert die

Existenz einer solchen Stelle.

Bei kleiner werdender Schrittweite
nimmt der relative Fehler zu.

Extrapolation auf Null

Oft kann eine gesuchte GréBe A nur durch einen
berechenbare GroBe B(t) approximiert werden,
wenn diese von einem Parameter abhangt ist,
B(t) = A+ cyt + ct? + ...

Wenn z.B. B(t)= 1/t ist, kann t=0 nicht bestimmt

werden.
Extrapolation auf Null besteht darin mit
Newtonsche to>t,>..>t,>0 und B(t,) Stiitzpunkte fur ein
_ Interpolationspolyn. P (t) zu berechnen und
InterpOI'f_Ormel Newton POlynOm dieses an der Stelle t=0 auszuwerten.
Linearkombination Nk () = =0 bis k-1 (X-X})

von Newton-Polynomen
Pa() = Zk=0 bis n Ck Nk(X)

lAnsatz fir paarweise verschiedene Stutzstellen: P .
P.(X) = Co + €y (X-Xg) + Cp (X-Xg) (X-X1) +... k-t dividierte Differenz cy
Das i-te Lagrangesch Polynom hatte angenehme die
G (X_XO)(X._).(l)"'(X_X") u : Eigenschaft fur x; 1 zu sein, so dass die Koeffizienten nicht
Bestlr_pmung der Ko?ffmenten: Das LGS lasst sich durch berechnet werden mussten. Der k-te Koeffizient ist hier
orwartseinsetzen losen on den Stiitzpunkten 0,1,..,k abhangig. Man schreibt
Pn(X0) = Co= Yo deshalb
Pn(X1) = Co + C1 (X-X0) = VY1 Cr := fIxeXq-- %]
P.(X2) = Co + €1 (X-Xg) + Cp (X-X0)(X-X1) =Y, Re-kursive Berechnung der Koeffizienten (=Steigungen)
ir betrachten Interpol.poly. fiir Teilmengen der Stiitzpunkte C = fXoX1- - %= F[XXo. . X -F[XoX1- - X1l 7 Xi=Xo
P* . . (Qmitl<ksn ——— folgt———®»fur k=0,1,..,n erfolgt mit dem Schema der divid. Differenz:
igiq i g Xo Yo=f[x0l=co
um eine Rekursionsformel definieren zu kénnen f[xox1]=c1
xx: YP* ) - (xex; )P (x X1 y1=f[xq] flxoxax2l=c,
( |0) '1'2--|k( ) - ¢ |k) |o|1--|k-1( ) fIxaxs]
P ioip..ii 0= o yo=flx]
i - X Berechnet man das Schema von unten nach oben und von
Ik lo links nach rechts, dann betragt der benétigte Speicherplatz
, die die Interpolationsbedingung P*___(xi) = y; erfullt. Fur k=1 gilt nur»n+l. - " .
~ . . Gleicher Rechenaufwand wie die Stitzkoeffizienten des
P> (x) = Vi - Fur k=n folgt das obige Interpolationspolynom. Lagrange-Polynoms. (o
1 1/2 n (n+1) Divisionen
Neustelle

Die Anzahl der Multiplikationen n zur Berechnung einer Neustelle
ereinfacht sich deutlich (weniger als die Halfte als bei der
Lagrange-Interpoltion), wenn das Interpolationspolynom stark
erschachtelt wird. Newton Interpol. ist also vom Aufwand her am
besten!

P00 = [-[ons + 0o ns + (<) [oa + () call]- ]

\Vereinfachung wegen der Aquidistanz x; = xq + ih.
Die k-te Differenz f[x;X+1,--,X+k] Wird gesetzt als

k
1h%) A;
L ) Newton-Gregory- L/ Aj (kr2)
aquidistante Stitzstellen Interpolationsformel Durch Definition der relativen Distanz t = (x-xo)/h
fur aquidistante StUtZSteltle" gilt. und Verwendung des Binomialkoeffizienten entsteht
Pn() = Yo+Zi=o bis (D) Air2' diese kompakte Formel.

IAnzahl der wesentlichen Operationen fur die
Berechnung einer Neustelle hat sich allerdings

erdoppelt —
2n+1

Zusammenfallende Stutzstellen fihren bei der
dividierten Differenz zum Verschwinden des

- Nenners! Man betrachtet deshalb den Grenzwert
aquid. und gleiche Stutzstellen Hermitesche on h gegen 0.

Interpolation _1 (m) _
zusammenfallende aquidistante DX X% - / m! ™) m=1,2,..
Stutzstellen Im Schema der div. Differenz stehen dann

entsprechen der Vielfachheit der Stutzstellen m
die Ableitungen (™.
IF[Xo]

f'(x0)=c1
IF[%o] 2 1 (X)=Cz

(%)
IF[Xo]
Wenn Interpolationspolynome, die an
zusammenfallenden Sutzstellen auch die
lAbleitungen interpolieren, spricht man von
IHermitecher Interpolation.

hat sich nicht durchgesetzt. Die Rekursionsformel wird

i lauch auf nicht nebeneinander liegende Stitzstellen
! nte_rpOIatlon_naCh langewendet. Z.B. lauten die Indizes der 2ten Spalte des
Aitken-Neville Schema 01,02,03,04,... - P’&z
keine explizite Darstellung des Inter.Poly. 123

Unter Verwendung der Rekursionsformel, auf der auch

das Newton-Verfahren beruht wird analog zum Schema

der dividierten Differenz folgendes Schema verwendet:

Xo Yo= Po™

X1 y1= P1* Por™

X2 Y= P2* Ppo*  Porx™

3 Y3= Pg* Px™  Piag*  Pois™= P3(X)

i des interplierten Wertes ohne

lexplizite Darstellung des Inter.Polynoms, d.h. der

Diagonale kdénnen keine Koeffizienten entnommen
erden, sondern rechts steht der Wert der Neustelle x.

o

123

Benotiger Speicherplatz n+1. Aufwand fur die
Berechnung einer Neustelle doppelt so aufwendig wie
beim Newton-Verfahren, dafur einfach und kompakt.

n (n+1)

Extrapolation auf Null

Sie ist hier auch moéglich. (Wie bei der
Lagrangesche Interpolation
beschrieben)

Ist die Zahl der Stutzstellen n gerade haben Zahler und
Nennerpolynom den Graf n/2, sonst ist der des Zahlerpolynoms
um 1 groBer.
Die k-te inverse dividierte Differenz ist definiert als
Xi=X-1 IAuswert des T.K. fiir Neustellen geschieht durch rekursive

Thielescher Kettenbruch Or(Xi X0 X0)1= Berechnung der Teilkettenbriiche Ry(x) fur k=2,3,..,n

Interpolatlo_n durch eine Dt (X Xic2eX0) - Pra(Kkeet X201 X0) pk:Ckpk»li(X‘Xk»l)pk»Z (zahler)
gebrochen rationale Funktion Fir k=Spalte und i=Zeile entsteht dann das Schema der Gk=Cik-1+ (X Xi.1)k2  (Nenner)

R(X):= Pr(x) / Q(X) A ividi f mit den Startwerten

Der endlich, abgebrochene Thielesche Kettenbruch entsteht so: Po=Co, P1=CoCi+(X-Xp) und  go=1, gy=cy
Man ersetzt in allen inv. div. Diff. der Diagonale x; durch x, 16st

jede nach ¢,_1(x,..) auf und setzt die k+1-te Diff. die k-te ein.
Z.B. fur n=3
X-Xg

FO)= f(xp) +

Rationale Interpolation leistet oft eine ©Y1(X1,%0) +

bessere Aproximation als polynomiale. X=X

Pa(X2:X1,X0) +
P3(X3,X2:X1,X0)

Es finden nur die Diagonalelement des Schemas verwendung:
Ci 1= Pi(X;Xj1:--,X1,X0)
Die Reihenfolge der Stutzstellen ist anders als beim Schema der
dividierten Differzent.
If 16st die Interpolationsaufgabe. Zu beachten sind eventuelle
Nullstellen im Nenner.

Die Spline-interpolierende s(x) ist Losung der Variationsaufgabe: 1. Das Integral entsteht aus physikalischen Uberlegungen.
" . . . . 2. Differenzieren nach s"(x), weil wir das Minimum suchen
@) s(x) erfullt die Interpolationsbedingung s(x;))=y; i=0,1,..,n 3. At : Multiplizieren mit §s™(x)
. ! b) s(x) minimiert J = 1/2 x, f Xn g(p) ()2 dx 4. Sum_merjregel d(_er Integratiop
Spline-Interpolation d.h. die splines (=Latten) nehmen einen energetisch giinstige 5. Zweimalige partielle Integration o o

Form an. Die Ableitung von s(x) legt p > 2 fest. 6. Alle Terme mit ds(x) verschwinden, weil die erste Variation

c) s(x) an allen inneren Stitzstellen (2p-2)-mal stetig diff.bar, 05(x) an den Stirzstellen 0 sein mug, wegen d‘er Int._Bedmg.
d.h. glatt, die Ableitungen sind stetig. 7. Aus de_:m er_]tstandenen Ausdruck lassen sich die Bedingungen

d) s(x) ist zwischen den Stutzstellen 2p-mal diff.bar teilweise (links) ablesen.

naturliche Bedingung:

s® (x), sP*D (x) ,.., s@P2 (x) sind an den
Endpunkten Xg und x, Null.

Man spricht dann von einer natirlichen Splinefunktion.

Idee: Interpolationspolynome niedrigen Grades
(2p-1) werden fur Teilintervalle definiert, wobei
die Interpolierende glatt an den Grenzen der
ITeilintervalle sein soll.

Der Grad gibt den Namen, z.B.

p=2 -> (2 2-1) = 3 kubische-Splinefunktion,

p=3 -> (_2 3-1) =5 q”‘”““!?e Splinefunktion. lAus der Stetigkeit der 1. Ableitung an den inneren Stitzstellen
Problem: Interpolierende héheren Grades \ . fiir alle i= fol in GS mi 1
oszillieren starker. (s'i.1(xi) = s'i(x) fur alle i=1,2,..,n-1) folgt ein mit n-
Gleichungen und n-1 Unbekannten. Denn gilt die natirliche
Randbedingung, dann sind yg" und y," bekannt.
Die Matrix ist symmetrisch, tridiagonal und diagonal-dominant.
Der Gauss-Algo. unter Verwendung der Diagonalstrategie fuhrt
Berechnung der kubischen Spline-Interpolierenden L zu einer eindeutigen Lésung.
Die kubischen Polynome haben die Gestalt natdrliche
si(x) = & (x-xi)3 + b; (x-xi)2 + ¢j (x-Xxj) + djund wir setzen
Ni=Xit1 - Xi Um das oszillieren an den Réndern zu vermeiden:
AUS si(X;) = Yo, Si(Xi+1) = ¥i+q und deren 1. und 2. Entweder ist die 2. Abl. an den Randern vorgeben mit
IAbleitungen gewinnt man durch Subtraktion, Einsetzen und Vo' =@ yy"undy," =Ly,1"
IAuflésen die a;, b, ¢, d;. Die Koeffizienten nur noch von . oder _a- i -
den v abhangi allgemeine ; : L
y;i* abhangig. lAuch die 3. Abl. soll in x; und x,_; stetig sein, d.h.
S 0(X0) = 8™"1(X9) und $™' p(Xn-1) = $"'n1(Xn1)
Man rechnet wie oben und bestimmt anschliessend yg" und y,"
mit den zwei zusatzlichen Gleichungen, weil sonst das GS seine Damit sind auch die y;" bekannt.
ginstigen Eigenschaften verlore. Fur das GS ist keine Nachiteration|
ol Altegnativ': Oft Iian.n diedl.. Abl. iE dflzn Endpunkten vorgegeben notig, weil die Konditionszahl der
periodische erden S_O(XO) = Y'ound s'y(xy) = Yn Matrix nicht sehr groR ist.
Diese Gleichungen kénnen dem GS hinzugefiigt werden, ohne
die guinstigen Eigenschaften zu verlieren. Das GS hat dann n+1 Die Koeffizienten lassen sich
Gleichungen und bestimmt ;" fur i=0,1,..,n. lerrechnen und die Spline
Polynome formulieren.
Zu approximieren ist jetzt eine periodische Funktion. Fur die Rechenaufwand ~ n
Periode T gilt x, = xo + T. Die Funktion hat die Eigenschaften
Yo=¥n:Y0o=Y¥n,¥Y'0=Y"n
Somit sind nur die y"; fur alle i=0,1,...n-1 unbekannt. Es entsteht
lein GS mit n Gleichungen.
egen der Periodizitat ist jetzt der Index -1 interpretierbar als
n-1, so dass auch die erste Gleichung definiert ist.
Das GS ist zwar symmetrisch und diagonal dominant, aber nicht
mehr tridiagonal. Da die Matrix pos. def. ist, eignet sich
besonders die Methode von Cholesky zur Lésung.
eil Bernstein-Poly. eine Basis des Vektorraums P, der reellen
Polynome vom Grad n bilden, lassen sich Raumkoordinaten
(Vektoren) der Dimension d als Linearkombination von
Bernstein-Poly. darstellen:
X(t) = (Xq(1),...%q())T mit b; = (bjy,..,bix) T € RFiir alle i=0,1,..,n ,
. . Idee: Kurven und Flachen durch eine méglichst so gelangt man zur Bezier-Darstellung einer polynomialen
Bezier-Technik einfache Parameterdarstellung zu definieren, 9 9 n 9 poly
fir Kurven und Flachen. obei sie sich effizient punktweise berechnen Kurve: X(t) := Zi:o bisn Di Bj (t;a,b) mit t € [a,b]
lassen. Die Koeffizientenvektoren b,..,b, € Rd, welche die Bezier-Kurve
festlegen, heilen Bezier-Punkte. Verbindet man sie durch
Geraden, so entsteht das Bezier-Polygon. Die Bezier-Kurve liegt
in der konvexen Hulle des Bezier-Polygons, weil sie aus einer
linearen Konvexkombination der Bezier-Punkte entstehen. Hier
\ J Nach binomischen Lehrsatz IaRt sich die L-Funktion zeigt sich die erste Besonderheit: Die Punkte liegen bis auf Start-|
n ; 1 n und Endpunkt nicht auf der Kurve. [a,b] nennt man das
1=[ 1+ (1-1) 1" = Zicopisn M) Fa-pni=: Zizo bisn Bi"() Parameterintervall.
in n+1 Bernstein-Polynome vom Grad n bzgl. des Intervalls [0,1]
zerlegen. Eine Kuve mit gewiinschten Eigenschaften wird stiickweise durch
9
Bernstein-Polynome Jedes Intervall kann durch affine Transformation ¢ 1(t) auf das Zusam»me‘nsetm‘mg von Be_zmr»—]gummmgu xj(t)
Intervall [0,1] abgebildet werden. Fiir das Intervall [a,b] gilt approximiert. Die Stetigkeit wird erreicht durch:
dann far alle i=0,1,..,n Xj(t)) = Xja(ty) mit t € [t;_,5] und [t;,t5,.4]
B"(¢t) = B"(t;:a,b) = die Glattheit durch: )
not-a 1 n . i Xj'(t;) = Xj41'(t)) es reicht x;'(1) = X;j41'(0) zu untersuchen.
Bi"("/p-a) = p-ayn (1) ' -™ mit t € [a,b] Somit ist by j=bg j+1 eine lineare Konvexkombination der
Mit Hilfe des Additionstheorems des Binomialkoeffizienten Bezier-Punkte by,_; ; und by j,;. Die Die Tangentenrichtung in den
(”i) = (”‘1i_1) + (”‘1i) 4Rt sich eine Rekursionsformel Randpunkten ist jeweils durch den Randpunkt und den
bestimmen: benachbarten Bezier-Punkt bestimmt.
B"(1) = A By ") + (1-0) B (L) fur i=1,...n
Bo" (1) = (1-1) By (1) und B,"M1 (1) = 2 B," (1)
Ein Bernstein-Poly. vom Grad n lal3t tberfuhren in eine lineare
Konvexkombination zweier Bernstein-Polv. vom Grad n-1.

lAlgo. von de Casteljau

Der Wert x(A) wird durch fortgesetzte lineare Konverkombination|
aus den Bezier-Punkten mit Hilfe der Rekursionsformel ermittelt.
ISchema fur n=3 (von links nach rechts).

i\n]O0 1 2 3

0 1 bo bo* be? bo®= x(1)

by by® by?

| by byt

| by

WN P

, 2.B. byl = (1-1) by + A b, . Gleichzeitg ergibt sich auch die 1.
IAbleitung, weil b02 und b12 auf der Tangente von x(1) liegen:
X' () =n (by"*Q) - be" ) )




