
Matrix

P (l) = (-1)n det (A - l 1)  charac. Polynom
Gesucht sind die Nullstellen l

P (l) = ln+pn-1l
n-1+...+p1l+p0= 0 charac. Gleichung

Eigenwert l

Ähnlichkeitstransformation
Ähnliche Matrizen haben
gleiche Eigenwerte.

ähnlich
A und B sind ähnlich
$ C-1 | C-1 A C = B

Diagonalgestalt (D)
In der Diagonale von D
stehen die Eigenwerte

Rotations-
matrix

Hessenberg-
matrix

Verf. von Hyman: (6.3.4)
Eigenwerte sind Nullstellen des
charact. Polynoms. Die
Determinante ist invariant
gegenüber Linearkombination der
Spalten, d.h. die letzte Spalte von

det(H - l 1) wird in die Form a e1
gebracht, um sie leichter zu
bestimmen.
Anschließend bestimme ich P(l) und
P'(l) und wende das Newton Verf.
an, um den Eigenwert zu nähern.
Liefert Startwert z(0) für

Rechtsdreiecksmatrix, die direkt
unterhalb der Hauptdia. auch von
null verschiedene Einträge hat.

Tridiagonal-
matrix J

Hauptdiagonale
und Neben-
diagonalen

ungleich null.

Givens-
Rotation

symmetrische
unsymmetrische
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orthogonal
AT=A-1

Objekte der Mathematik

Eigenschaften dieser Objekte

Methoden, die auf diese Objekte
anwendet werden können.

Inverse Vektoriteration
Aus Näherungen des Eigenwertes
den Eigenvektor bestimmen:

(H - l* 1) z(v) = z(v-1)

Schließlich GS nach mit
Gauß-Algorith. mit relativer
Kolonnenmaximumsstrategie
auflösen.

regulär / singulär
det(A)R0 (max. Rang) /

det(A)=0

Determinante
det(A)

|a11 - a12|
|   |  =   a11 a22 - a21 a12

|a21 - a22|
Invariant gegenüber Äquivalenzumformungen.
Spaltenvertauschung führt zu
Vorzeichenwechsel.

Satz von Schur
Zu jeder reelen (nxn)-Matrix existiert eine
orthogonale Matrix U, so dass A
orthogonal-ähnlich ist zu einer
Quasidreiecksmatrix R = UT A U.
Für die Rii entsprechen als
- (1x1)-Matrizen reele Eigenwert von A
- (2x2)-Matrizen konj. komplexe Paare
  von Eigenwert von A
In den Spalten von U stehen nicht zwangsläufig die
Eigenvektoren!

unitär
U (komplex) ist unitär,

wenn gilt UHU=1 mit
UH konj. und transp.

einfacher QR-Algorithmus
von Francis
Folge von orthogonal-ähnlichen Matrizen
H=H1  Hk=QkRk  Hk+1=RkQk k=1,2,...
von Hessenbergmatrix konvergiert gegen eine
Quasidreiecksmatrix
(Bei reellen Eigenwerte sogar Rechts-
dreiecksmatrix)
und eine symmetrische Tridiagonalmatrix gegen eine
Diagonalmatrix

Wegen der Assoziativität der M.multiplikation kann die Reihenfolge so
gewählt werden:
U1

TU2
TU1U3

TU2 ... Uk+1
TUk

A und B sind unitär-ähnlich
$ (UkUk+1)

H | (UkUk+1)
H A (UkUk+1) = B

Methode von Givens
Folge von Ähnlichkeits-
transformationen

Eigenvektor x

Zu verschiedenen Eigen-
werten sind die Eigenvektoren
linear unabh.

Hauptachsentheorem:
Jede symmetrische Matrix A
läßt sich durch orthogonale
Ähnlichkeitstransformation
auf Diagonalgestalt bringen
UT A U = D
In den Spalten von U stehen die
Eigenvektor von A und in der
Diagonale von D die Eigenwerte.

b
en

u
tz

t

symmetrisch unsymmetrisch

Jacobi-
Rotationen

Diagonal-
form

ablesen von
Eigenwert und

-vektoren

Givens-
Rotationen

Tridiagonal-
matrix Hessenbergform

Methode
von Hyman

Inverse Vektoriteration
liefert die Eigenvektoren

Jacobi-
Rotation

Entwicklung mit Hilfe der Adjunkten
z.B. nach der ersten Zeile:
Sk=1 bis n a1k A1k

(z.B. ist die Adjunkte A12 die
Determinante des Rests der Matrix
A, wenn man erste Zeile und zweite
Spalte wegstreicht multipliziert mit
(-1)k+1)

Mit dem Gauss-Algo. in Dreiecks-
matrix überführen, s.d. das Produkt
der Hauptdiagonalelemente die
Determinante ist.

n>2

A x = l x
folgt

(A - l 1) x = O- x _ 0
folgt

det(A - l 1) x = 0
folgen die Koeffizienten

pj des

Koeffizienten pj
* haben Rundungsfehler

pj
* = pj + s qj

s relativer Fehler
qj Koeffizient des Störpolynoms

Q (l) = qn-1l
n-1+...+q1l+q0

Empfindlichkeitsanalyse
Dlk = - P*(lk) / P*'(lk)
(Newton Korrektur)

Konditionszahl Q(lk) / P
'(lk)

Groß bei eng benachbarten
Nullstellen und hohem Grad n

Berechnung der Eigenwerte mit Hilfe
des charak. Polynoms sollte ver-
mieden werden.

Jacobi-Rotationsmatrix
U(p,q,j)

           1
             ...
                 1
p z                cos j          sin j
                            1
                              ...
                                  1
q z                -sin j         cos j
                                            1
                                              ...
                                                  1

Drehung um den
Winkel -j  in der
2-dim. Ebene.

A'' = U-1 A U = UT A U
1 . Linearkombination von
     p-ter und q-ter Zeile

    A' = UT A
2 . Linearkombination von
     p-ter und q-ter Spalte
    A'' = A' U
übrigen Elemente bleiben so.

Klassische Jacobi-Verf.:
Symmetrische M. wird sukzessive
(absolut größte Paar apq = aqp
durch geeignetes j) durch Jacobi-
Rotationsmatrizen auf Diagonal-
gestalt (D) transformiert.

UT A U = D (konvergiert)
In den Spalten von U stehen die
orthonormierten Eigenvektor.
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Auch mit Jacobi-
Matrizen, aber einmal
genulltes Element bleibt
null. Es liegt nicht im
Kreuzungspunkt,
sondern links davon.

Einmal genulltes Element bleibt
nicht zwangsläufig null, sondern
konvergiert nur. Es liegt im
Kreuzungspunkt der
veränderten Zeilen und Spalten.

Methode von Givens:
Feste Reihenfolge: Von links nach
rechts von oben nach unten. Aber
nur unterhalb der unteren Neben-
diagonale.

3

symmetrische

Numerik Starschnitt

Matrix

QR-Zerlegung
A = QR

Rechtsdreiecksm. R wird aus A
durch eine Folge von J.-Rotationen
QT:=UN

TUN-1
T...U1

T mit N = 1/2 n(n-1)

gewonnen: QTA = R
(Bei H und J ist N = n-1)

QR-Transformation
A=QR- A'=RQ z A'=QTAQ
A' orthogonal ähnlich zu A

A und A' haben die selbe Gestalt

b
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QR-Algorithmus
mit expliziter Spektralverschiebung (,die im
k+1 Schritt rückgängig gemacht wird.)
wird die lineare Konvergenz verbessert
Hk-sk1=QkRk           Hk+1=RkQk + sk1

Für sk:=hnn
(k) konvergiert hnn-1

(k)

quadratisch gegen null.
Ein Subdiagonalelement wird Null gesetzt,
wenn gilt
|hi+1

i(k)| < d max{|hi i
(k)| ,  |hi i

(k)|,|hi+1i+1
(k)|} mit

kle ins te Zahl für die gilt 1+d_1 .
Dann nur noch Eigenwerte der Untermatrizen
best immen.

reell

konj. komplex

Eigenwerte

QR-Doppelschritt-Algorithmus
mit expliziter Spektralverschiebung
Man betrachtet in Hk die Untermatrix Ck der Ord. 2 in der
rechten unteren Ecke.
Sind die Eigenwerte m1

(k ) und m2
(k ) von Ck

...reell, so soll m1
(k ) näher bei hnn

(k ) liegen und sk:=m1
(k ).

...konj. komplex, so sk:=m1
(k ) und sk+1:=m2

( k )

U sei unitär und R komplexe Rechtsdreiecksmatrix mit
reellen Diagonalelementen, dann gilt
Hk-sk1=UkR k            Hk+1= RkUk + sk1
Hk+1-sk+11=Uk+1R k+1  Hk+2= Rk+1Uk+1+sk+11
Kurz: Hk+2=Uk+1

HUk
H Hk UkUk+1

2

Eigenwerte einer 2x2 Matrix
(a11+a22)/2

+
- sqrt( ((a11-a22)/2)

2 + a21
2)

Das Produkt von orth.
Matrizen ist wieder orth.

QR-Doppelschritt-Algorithmus
mit impliziter Spektralverschiebung
Verschiebung mit sk und sk+1 nicht explizite, sondern sie
dienen nur der Festlegung der 1.Spalte von Q, womit die
Zerlegung eindeutig bestimmt ist.

2

Zyklische Jacobi-Verf.:
Während das klassische jeweils das
betragsgrößte nicht Diagonalelem.
eliminiert, wird hier nach einer
festen Reihenfolge vorgegangen:
Von links nach rechts von oben nach
unten.
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Die Eigenwertaufgaben
Hx = lx     bzw.     Jx = lx
wurde durch Q=Q 1Q 2Q 3. . . überführt in
Ry = ly     bzw. Dy= ly

Eigenvektoren einer
...Rechtsdreiecksmatrix R bestimmt man
durch Rückwertseinsetzen
...Diagonalmatrix D durch Ablesen (für den
k-ten Eigenwert, d.h. k-tes Diagonalelement
von D, den k-te Einheitsvektor ek)

Anschliessend Rücktransformieren der
Eigenvektoren nach xk = Qyk

Leider zu aufwendig!
Besser inverse Vektoriteration verwenden!
Startwert z(0) l iefert Verfahren von Hyman
oder Wilkinson

Verfahren von Wilkinson
zur Bestimmung des Startvektors z(0).
1.  Bestimmung der vom Näherungswert des
Eigenwertes abhängigen Rechtsdreiecks-
matrix R* durch Gauß-Algo. mit relativen
Kolonnenmaximumsstrategie bei der
Zerlegung von (H-l1) bzw. (J-l1).
2.  Lösung des GS
R *z(0) = e  mit e=(1,...,1)T

Aufwand für alle Eigenvektoren

2n3 n2
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